INFO: Lagebeziehungen zweier Geraden

Mathematik Vektoren 12

Lagebeziehungen von Geraden

Zwei Geraden konnen unterschiedlich zueinander liegen. Dabei werden vier Falle unterschieden:

[

Die beiden Geraden sind
identisch. (Sie kénnen
trotzdem unterschiedliche
Geradengleichungen
haben).

Die beiden Geraden sind
windschief. Sie haben
keinen gemeinsamen
Punkt.

Die beiden Geraden
schneiden sich. Sie
haben genau einen
gemeinsamen
Schnittpunkt.

Die beiden Geraden
verlaufen parallel.

Zeichnerisch I3sst sich die gegenseitige Lage von zwei Geraden manchmal nur schwer einschatzen.
Um zu untersuchen, welcher der vier Falle vorliegt, werden die beiden Geradengleichungen nach
dem folgenden Schema untersucht:

Sind die Richtungs-
vektoren der Geraden
Die Geraden miissen linear abhangig, also Die Geraden schneiden

parallel oder identisch Vielfache voneinander? sich oder sind windschief
sein. zueinander.

ja nein

Haben die Geraden einen
Schnittpunkt?

Liegt ein beliebiger Punkt
der einen Geraden auch
auf der anderen Geraden?

ja nein ja nein
Die Geraden Die Geraden Die Geraden Die Geraden
sind sind parallel. schneiden sind
identisch. sich. windschief.

Q Was ist lineare Abhéngigkeit?

Zwei Vektoren sind linear abhangig, wenn sie parallel zueinander verlaufen. Sie missen
nicht in ihrer Lange und auch nicht ihrer Orientierung Ubereinstimmen. Linear abhangige
Vektoren lassen sich durch Multiplikation mit einem Faktor rineinander Uberfuhren. Es

muss gelten ? =r-d oderd =7 - ?
3 1
Da 6 | =3- 2 | sind diese beiden Vektoren sind linear abhangig.
-9 -3
. J
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Beispielaufgabe
Untersuche, wie die Geraden zur Geraden g liegen.
2 1
g: ? = 1 +17r. 0
-3 3
6 3
4 2 R G
ah:Z=| 1 |+s-[ 0 gj: = 1 |+s-| 1
3 6 9 1
6 3
3 2
b)i: @ = 2 |+s-| 0 dk: 7 = 2 | +s- 1
4 6 9 1

@ a) Untersuchung der Geraden h

Laut Schema ist der erste Schritt bei der Untersuchung von Lagebeziehungen die Prifung, ob
die Richtungsvektoren linear abhdngig sind. Daflr wird untersucht, ob es einen Faktor 7 gibt, mit
dem sich der eine Richtungsvektor in den anderen (berfihren IGsst.

1 2

Die lineare Abhangigkeit von Vektoren
|asst sich oft auf einen Blick erkennen.
3 6 Als Teil des Rechenweges muss dieser
Schritt aber trotzdem notiert werden.

o
I
=

o

Die Richtungsvektoren sind linear abhdngig. Daher geht es im Schema auf der linken Seite weiter.
Um zu prifen, ob ein Punkt der einen Geraden auch auf der anderen Geraden liegt, wird eine
Punktprobe durchgefiihrt. Daflir wird der Stitzvektor der ersten Geraden mit der zweiten
Geraden gleichgesetzt:
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POSitiv, wenn | '
s — -9 . N allen drej Gleich
der gleiche Wert fiir den Paramue':gen
: . " rauskommt °
Die Punktfprobe ist positiv. ’
Die beiden Geraden sind identisch. )
A&
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b) Untersuchung der Geraden 1
Wie schon bei a) gezeigt, sind die Richtungsvektoren linear abhdngig.

1 2
0 | =k- 0
3 6

Nun wird auch hier eine Punktprobe durchgefihrt:

“Chen, dass

2 3 2 'bar ist, wurde gas cp 025 LGS nicht
durch ejn y oas Gle’Chheitszeiche

1 + 2 | +s- 0 Ngleichheitszeichen ersetztn
-3 4 6 '

Nach Umwandlung der Vektorgleichung in ein LGS ergibt sich ein Widerspruch beim Lésen des
LGS. Die Punktprobe ist negativ.

Manchmal wird auch der Ausdruck ,,g.cht
«yerwendet, um diesen Fall starker

2=3+2s — s=-0,5

1=2 — parallel . y
7 von dem Fall ,identische Geraden
—3=4+6s5 — s= o abzugrenzen.
Die beiden Geraden sind parallel.
~ Y,
( N

¢) Untersuchung der Geraden j
Im ersten Schritt wird wieder untersucht, ob die Richtungsvektoren linear abhdngig sind:

1 3 Hier wird ebenfalls ein Ungleichheitszeichen
0 LE- 1 verwendet, um zu zeigen, dass die
3 1 Gleichung nicht 16sbar jst.

Da kein Wert fir k gefunden wird, geht es auf der rechten Seite des Schemas weiter. Der

ndchste Schritt ist die Untersuchung, ob die Geraden sich schneiden. Daflr werden die beiden
Geradengleichungen gleichgesetzt:

2 1 6 3
1 | +7r- 0 | = 1 | +s- 1
-3 3 9 1
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@ Fortsetzung von Teilaufgabe c)

24+r=6+3s
1 =14+s — s=0
—3+3r=9+s

Setze ich 8 = 0 in Gleichung I und II ein, erhalte ich jeweils r = 4.
Die beiden Geraden haben also einen gemeinsamen Schnittpunkit.

Der Schnittpunkt der Geraden ldsst sich bestimmen, indem entweder 7 oder § in die zugehorige
Gerade eingesetzt wird. In beiden Fdllen ergibt sich der gleiche Schnittpunkt. Hier wird 7 in die

Gerade g eingesetzt:

2 1 2 4 6
¥ = 1 +4- 0 = 1 + 0 = 1

-3 3 =3 12 9
S(6[1]9)

d) Untersuchung der Geraden k
Im ersten Schritt wird wieder untersucht, ob die Richtungsvektoren linear abhdngig sind:

1 3
0 | #k-[ 1
3 1

Wie schon bei ¢) gezeigt, sind die Richtungsvektoren linear unabhdngig. Somit wird geprift, ob es
einen Schnittpunkt gibt, indem die Geraden gleichgesetzt werden:

2 1 6 3

Vektor ;

g/elch

1 | +r- 0 | # 2 | +s- 1 LGs smgeWandejltng Wird in g
- es " P€Im [ 5
3 3 9 1) i G gbres g 5en

f es .
24+r=6+4+3s he’fSZeichens Vznglelch_
. . rdeutlicht

1 =245 —- s=-1

—34+3r=9+s

Setze ich 8 = 0 in Gleichung I und II ein, erhalte ich 7 = 1 bzw. r = 1—31 Widerspruch #

Die beiden Geraden haben keinen gemeinsamen Schnittpunkt, sie sind windschief.
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https://www.youtube.co
m/watch?
v=S9m44EDVQ6M

https://studyflix.de/mat

hematik/lagebeziehung
en-von-geraden-
5826/video
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