INPUT: Geraden und Ebenen

Mathematik Vektoren 12

( N

? Arbeitsauftrag

Erarbeite dir die Rechenregeln zu Lagebeziehungen von Geraden und
Ebenen, indem du die Aufgaben |6st. Wenn du nicht weiter kommst, findest
du die Lésung am Ende des Dokuments.

. J

@ Ebenen und Geraden kénnen unterschiedlich zueinander liegen. Die Abbildungen zeigen die
drei verschiedenen Maglichkeiten.

(1) (2) \ 3

\

\

a) Beschreibe, wie die Geraden zu den Ebenen liegen.

b) Gib an, wie viele gemeinsame Punkte die Gerade und die Ebene in den drei Fallen miteinander
haben.
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@ Welcher der drei Falle vorliegt, lasst sich rechnerisch ermitteln. Die Beispielaufgabe zeigt die
drei Moglichkeiten. Erlautere das Vorgehen.

( )

Beispielaufgabe
Gegeben ist die Ebene E sowie die Geraden g, h und k.

E:4$1—|—2$2—1$3: -4
2 0
g:?: 1 +7r 1
1 2
2 1
h: 7 = 3 +s- 2
0 -1
1 1
k= -1 |+t 2
6 8

| Untersuche, wie die Geraden g, h und k zur Ebene F liegen.

Untersuchung der Geraden g
2 0
g: Z = 1 | +7r- 1
1 2
i 2+4+0r
z = T2 | = 1+1r
I3 1 + 2’)”

1 =2+0r 2zo=14+1r x3=1+2r

E!4131—|—22132—1£E3 = -4

4.240r)+2-(14+1r)—1-(1+2r)= -4
8+2+2r—1—-2r=-4
9+#£-4

= Die Ebene E und die Gerade g sind parallel.
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|\

Untersuchung der Geraden h

2 1

h: @ = 3 | +s- 2
0 -1

I 2—|—].S

Z = T2 = 3+ 2s
T3 0—1s

1 =2+1s x9=3+2s, x3=0—1s
E:4x 4+ 229 — 123 = -4

4-(24+1s)+2-(34+2s)—1-(0—1s) = 4
8+4s+6+4s+1s=-4

14 +9s=-4
9s = -18
s=-2

=> Die Ebene E und die Gerade h haben einen
gemeinsamen Schnittpunkt.

Bestimmung des Schnittpunkts S

2 1
S=| 3 |-2.]1 2
0 -1
0
=1 -1
2
Q/nl 119) Y,
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@ Untersuchung der Geraden k

1 1

k= -1 |+¢t-| 2
6 8

2= 2z | =| -1+2¢
T3 6+ 8t

E24II,'1+2.’,132—1.’IJ3 = -4

4.-(141t)+2-(-1+2t) —1-(6+8t) = -4
A4+ 4t—2+4+4t—6—8t=-4
A=Ay

=> Die Gerade k liegt in der Ebene E.

Lasst sich die Lagebeziehung auch mit einer Parametergleichung untersuchen?

Im gezeigten Beispiel wurden die Koordinaten der Geradengleichungen in die Koordinatenform
der Ebene eingesetzt. Ist die Ebene hingegen als Parametergleichung gegeben, ist es auch moglich,
die Ebene und die Gerade gleichzusetzen. Dabei entsteht ein LGS mit drei Gleichungen und drei
Unbekannten.

1 1 4 1 2
ExZ=| 2 |+r-| 3 |+s-| 2 g 7=\ -2 |+t-| 2
3 5 -1 3 3

I.1 +1r + 4 =1 + 2t
.2 + 3r 4+ 2s =-2 4+ 2t
Ir. 3 +5r —1s =3 + 3t

Durch Losen des LGS lasst sich mithilfe der Losungsmenge ebenfalls bestimmen, wie die Gerade
und die Ebene zueinander liegen. Dieses Vorgehen ist jedoch in der Regel aufwendiger.
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Einen Punkt an einer Ebene spiegeln
Mithilfe von Geraden lassen sich Punkte an
einer Ebene spiegeln.

A S A
@ In der Beispielaufgabe wird gezeigt, wie ein
Punkt an einer Ebene gespiegelt werden
kann. Erlautere das Vorgehen.
(Beispielaufgabe )
Gegeben ist die Ebene E': 2x1 + 329 — 223 = 6
Spiegele den Punkt A(7|8| - 1) an der Ebene E.
@ Spiegelung des Punktes A
7 2
(1) g: @ = 8 | +s-| 3
-1 -2
22-(7+2s)+3-(8+3s)—2-(-1—-25)=6
= s =-2
7 2 3
T=| 8 |-2-[ 3 |=1| 2
-1 -2 3
S(312[3)
_>
d=d+2- B
7 -4 -1
=\ 8 |+2-| 6 |=] -4
-1 4 7
_ A'(-11-4]7) )
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a) (1) Die Gerade und die Ebene sind parallel zueinander.
(2) Die Gerade schneidet die Ebene.
(3) Die Gerade liegt in der Ebene.

b) (1) Die Gerade und die Ebene haben keine gemeinsamen Punkte.

(2) Die Gerade und die Ebene haben genau einen gemeinsamen Schnittpunkt.

(3) Alle Punkte, die auf der Geraden liegen, liegen auch in der Ebene. Es gibt unendlich viele
gemeinsame Punkte.

Aufgabe 2
Um zu untersuchen, wie die Geraden zu der Ebene FE liegen, werden die Koordinaten x1, 9 und
x3 in die Koordinatengleichung der Ebene E eingesetzt. Daraus ergibt sich eine Gleichung. Die

Gleichung wird jeweils nach dem Parameter aufgeldst. Wenn es einen Schnittpunkt gibt, muss die
Gleichung eindeutig I6sbar sein. Wenn es keinen Schnittpunkt gibt, muss ein Widerspruch
entstehen. Dann verlaufen die Gerade und die Ebene parallel zueinander. Wenn die Gerade in der
Ebene liegt, haben sie unendlich viele gemeinsame Punkte, sodass die Gleichung eine wahre
Aussage ergibt.

Bei der Untersuchung der Geraden g ergibt sich ein Widerspruch, die Gleichung hat keine Lésung.

Somit haben die Gerade g und die Ebene E keine gemeinsamen Punkte und mussen parallel

zueinander verlaufen.
Im Falle der Geraden h ist die Gleichung eindeutig l6sbar. Es gibt einen gemeinsamen

Schnittpunkt. Dieser Schnittpunkt wird ermittelt, indem der fir den Parameter erhaltene Wert in
die Geradengleichung eingesetzt wird.

Bei der Geraden k entsteht beim Lésen der Gleichung eine wahre Aussage. Die Gleichung hat
unendlich viele Lésungen. Somit haben die Gerade k und die Ebene E unendlich viele

gemeinsame Punkte und k muss in F liegen.

Aufgabe 3

(1) Mithilfe des Normalenvektors der Ebene wird eine Gerade g durch den Punkt A aufgestellt, die
senkrecht zur Ebene E verlauft.

(2) Der Schnittpunkt S der Ebene E und der Geraden g wird bestimmt, indem die Koordinaten
der Geraden in die Koordinatengleichung der Ebene eingesetzt werden.
(3) Der Spiegelpunkt A’ wird bestimmt, indem ausgehend vom Punkt A der kiirzeste Weg bis zur

Ebene E und noch einmal die gleiche Strecke zurlickgelegt wird. Dieser Weg entspricht dem

—
Doppelten des Vektors AS.
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