INFO: Geradengleichungen

Mathematik Vektoren 12

Geradengleichungen aufstellen
Die Abbildung zeigt die Punkte A(2]4) und B(6|3). Durch diese beiden Punkte soll die Gerade g

gelegt werden.

xzp
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Zum Aufstellen der Geraden werden ein Stutzvektor und ein Richtungsvektor bendtigt. Bei dem
Stutzvektor handelt es sich um einen Ortsvektor zu einem beliebigen Punkt auf der Geraden.

Dafiir kann der Ortsvektor @ verwendet werden.
Als Richtungsvektor eignet sich jeder Vektor, der parallel zur Geraden verlauft. Es handelt sich also

—
um einen beliebigen Verbindungsvektor von zwei Punkten auf der Geraden wie den Vektor AB.

x2p
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Neben den beiden Vektoren wird noch ein Parameter benétigt. Daftir werden haufig die
Buchstaben 7, s oder ¢ benutzt.

Die Geradengleichung lautet dann:

—
g:?=7+r-AB
N | 4 .
g: T —( 4)—|—r (_1 ),mltre]R

? stellt in der Gleichung einen Ortsvektor zu einem beliebigen Punkt auf der Geraden dar.

-~

Q Welche Rolle spielt der Parameter?

Fur den Parameter kdnnen beliebige Zahlen eingesetzt werden. Fur jede Zahl, die
eingesetzt wird, wird ein anderer Punkt auf der Geraden beschrieben. So kann zum Beispiel
der Punkt C beschrieben werden, indem fur r = 2 eingesetzt wird:
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—
Das Einsetzen von 7 = 2 sorgt dafiir, dass der Richtungsvektor A B zweimal zuriickgelegt

wird und so der Punkt C beschrieben wird, der von A doppelt so weit entfernt ist wie B.

J
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Eine Punktprobe durchfiihren
Um zu untersuchen, ob ein Punkt auf einer Geraden liegt, wird eine Punktprobe durchgefuhrt.

Dafur wird der Ortsvektor des Punktes fUrE) in die Geradengleichung eingesetzt. Wenn es einen
Parameter gibt, mit dem die Gleichung I6sbar ist, liegt der Punkt auf der Geraden.

( )

Beispielaufgabe
Gegeben sind die Punkte A (2| - 2|1) und B (5| - 12|10) sowie die Gerade g. Untersuche,
ob die Punkte A und B auf der Geraden liegen.

g:?:

N O =
_I_
%
1

S =N

@ Untersuchung von Punkt A

Um zu prifen, ob der Punkt A auf der Geraden liegt, wird der Ortsvektor 7 in die

Geradengleichung fir den Vektor ? eingesetzt:

2 1 2
-2 = 0O |+r-| 4
1 -2 6

Es ergibt sich ein LGS mit drei Gleichungen und einer Variablen. Alle Gleichungen werden nach
der Variablen aufgeldst:

i, 2= 1+ 2r |1 Schay dirgenau an, wie eine Vektorgleichung
II. 2= 0- 4r n e'”g'elchUﬂgssystem umgewandelt wird,
as wirst du haufiger bengti
oI, 1= -2+ 6r |+2 g

I = 2r |:2
I, 2= -dr |:(-4)
III. 3= 6r |:6
I. 05= T
II. 05= r
Ior. 05 = r
Da sich in allen drei Gleichungen der gleiche Wert flr 7 ergibt, ist das LGS eindeutig |6sbar. Der
. ) e A L | ~ ) J
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@ Untersuchung von Punkt B

_>
Um zu priifen, ob der Punkt B auf der Geraden liegt, wird der Ortsvektor b in die

Geradengleichung fir den Vektor ? eingesetzt:

5 1 2
12 = o |+ | 4
10 2 6

Wie schon bei der Untersuchung von Punkt A ergibt sich wieder ein LGS mit drei Gleichungen
und einer Variablen. Alle Gleichungen werden nach der Variablen aufgelést:

I. 5= 1+ 2r |—1

I. -12= 0-— 4r
o. 10= -2+ 6r |+2

I. 4= 2 |:2
. -12= “4r | : (-4)
III. 12 = 6r |:6
I. 2= r

. 3= r

. 2= r

Der Wert in der zweiten Gleichung weicht von den beiden anderen Werten ab. Das LGS hat eine

[Lowmn o LR v mimrmamm s (@ el o mdh o Bramllds D) rmfalndh mndElove A mvmml=w
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Lagebeziehungen von Geraden
Zwei Geraden konnen unterschiedlich zueinander liegen. Dabei werden vier Falle unterschieden:

| I A4

Die beiden Geraden
sind identisch. Sie
kénnen trotzdem
unterschiedliche
Geradengleichungen
haben.

Die beiden Geraden
sind windschief, Sie
haben keinen
gemeinsamen Punkt.

Die beiden Geraden
schneiden sich. Sie
haben genau einen
gemeinsamen
Schnittpunkt.

Die beiden Geraden
verlaufen parallel.

Um zu untersuchen, welcher der vier Falle vorliegt, werden die beiden Geradengleichungen nach
dem folgenden Schema untersucht:

Sind die Richtungs-
vektoren der Geraden

linear abhangig, also
Vielfache voneinander?

ja

nein

Liegt ein beliebiger Punkt
der einen Geraden auch
auf der anderen Geraden?

Haben die Geraden einen
Schnittpunkt?

ja nein ja nein
Die Geraden Die Geraden Die Geraden Die Geraden
sind sind parallel. schneiden sind
identisch. sich. windschief.

-~

Q Was ist lineare Abhangigkeit?

Zwei Vektoren sind linear abhangig, wenn sie parallel zueinander verlaufen. Sie missen
nicht in ihrer Lange und auch nicht ihrer Orientierung Ubereinstimmen. Linear abhangige
Vektoren lassen sich durch Multiplikation mit einem Faktor k ineinander tberfuhren.

3 1
6 =3- 2 | Diese beiden Vektoren sind linear abhangig.
-9 -3 )
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,Beispielaufgabe \
Untersuche, wie die Geraden zur Geraden g liegen.
2 1
g: 7 = L |+r-| O
-3 3
6 3
! 2 e G
a)h:?: 1 +s 0 Q). x = 1 + s 1
3 6 9 1
6 3
3 2
4 6 9 1

@ a) Untersuchung der Geraden h

Laut Schema ist der erste Schritt bei der Untersuchung von Lagebeziehungen die Prifung, ob
die Richtungsvektoren linear abhdngig sind. Dafiir wird untersucht, ob es einen Faktor k gibt, mit
dem sich der eine Richtungsvektor in den anderen (berfihren IGsst.

1 2 Die lineare Abhangigkeit von Vektoren
0 — k- 0 lasst sich oft auf einen Blick erkennen. Als
3 6 Teil des Rechenweges muss dieser Schritt
aber trotzdem notiert werden.
k=0,5

Die Richtungsvektoren sind linear abhdngig. Daher geht es im Schema auf der linken Seite weiter.
Um zu prifen, ob ein Punkt der einen Geraden auch auf der anderen Geraden liegt, wird eine
Punktprobe durchgefiihrt. Daflr wird der Stitzvektor der ersten Geraden mit der zweiten

Geraden gleichgesetzt:

Fiir die Berechnung des Parameters wird

2 4 2 die Vektorgleichung in ein.LGS mit((jjrei
- Gleichungen Uberfuhrt. Diese werden
;’ ; I g dann alle nach dem Parameter aufgelos‘g.
) Die Punktprobe gilt nur als positiv, wenn in
allen drei Gleichungen der gleiche Wert fur
5=-2 den Parameter rauskommt.

Die Punktfprobe ist positiv.
Die beiden Geraden sind identisch.
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b) Untersuchung der Geraden 1
Wie schon bei a) gezeigt, sind die Richtungsvektoren linear abhdngig.

1 2
0 | =k- 0
3 6

Nun wird auch hier eine Punktprobe durchgefihrt:

0 5 9 %.ér:sz; Yirdeut(;icf:jen, dass das LGS nicht
ISt, wurde das Gleichheitszeich

X ) . : : ichen

! #+ . + s g durch ein Ungleichheitszeichen ersetzt.

Nach Umwandlung der Vektorgleichung in ein LGS ergibt sich ein Widerspruch beim Lésen des
LGS. Die Punktprobe ist negativ.

Manchmal wird auch der Ausdruck ,.echt
parallel” verwendet, um diesen Fall starker
von dem Fall ,identische Geraden”
abzugrenzen.

Die beiden Geraden sind parallel.

N

¢) Untersuchung der Geraden j
Im ersten Schritt wird wieder untersucht, ob die Richtungsvektoren linear abhdngig sind:

] > Hier wird ebenfalls ein Ung|eichheitsz§ichen
0 ks 1 verwendet, um zu zeigen, dass die
s 1 Gleichung nicht I6sbar ist.

Da kein Wert fir k gefunden wird, geht es auf der rechten Seite des Schemas weiter. Der

ndchste Schritt ist die Untersuchung, ob die Geraden sich schneiden. Dafiir werden die beiden
Geradengleichungen gleichgesetzt:

2 1

—_
_|_
=3
)
I
= o
_|_
V)
= W

Auch diese Vektorgleichung
3 3 9 1 lasst sich in ein LGS
umwandeln. Dieses enthalt
drei Gleichungen und zwei
Variablen. Es gilt nur als
eindeutig gelést, wenn dije
Die beiden Geraden haben einen gemeinsamen Schnittpunkt. Werte fiir alle drei Gleichungen
Passen. Daher unbedingt an
die Probe denken.

©
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@ Fortsetzung von Teilaufgabe c)

Der Schnittpunkt der Geraden ldsst sich bestimmen, indem entweder T oder § in die zugehorige
Gerade eingesetzt wird. In beiden Fdllen ergibt sich der gleiche Schnittpunkt. Hier wird 7 in die

Gerade g eingesetzt:

2 1 2 4 6
S=| 1 |+4.-l 0o |l=]| 1 |+ 0 |=1] 1
-3 3 -3 12 9

S(6/119)

d) Untersuchung der Geraden k
Im ersten Schritt wird wieder untersucht, ob die Richtungsvektoren linear abhdngig sind:

1 3
0 | #£k-| 1
3 1

Wie schon bei ¢) gezeigt, sind die Richtungsvektoren linear unabhdngig. Somit wird gepriift, ob es
einen Schnittpunkt gibt, indem die Geraden gleichgesetzt werden:

Die Vektorgleichung wird in ein

2 L 6 3 LGS umgewandelt. Beim Lésen
1 +T- 0 # 2 +s- 1 des LGS gibt es einen
-3 3 9 1 Widerspruch. Das wird durch

Setzen des Ungleich-
heitszeichens verdeutlicht.

Die beiden Geraden haben keinen gemeinsamen Schnittpunkt, sie sind windschief.

©

p
A Lésen der LGS

In den Beispielldsungen sind die Rechenschritte auf das

Wesentliche reduziert worden. Die Schritte zum Lésen der

LGS sind nicht dargestellt worden, stellen aber einen

wesentlichen Bestandteil des Losungswegs dar.
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