INPUT: Nullstellen berechnen

Mathematik Funktionen 11

( N\

? Arbeitsauftrag

Erarbeite dir die Regeln zum Bestimmen von Nullstellen, indem du die
folgenden Aufgaben bearbeitest. Wenn du nicht weiter kommst, findest du
die Lésungen am Ende des Dokuments.

(. J

Was ist eine Nullstelle?

Als Nullstellen werden die x-Werte bezeichnet, deren Funktionswert y = 0 ist. Der Graph einer

Funktion schneidet oder berUhrt an einer Nullstelle die a-Achse.

(@ a) Zeichne den Graphen der linearen Funktion mit der Funktionsgleichung
f(z) = -0,52 + 1 und markiere die Nullstelle.

b) Gib die Nullstelle und den Schnittpunkt mit der x-Achse an.

@ a) Zeichne den Graphen der quadratischen Funktion mit der Funktionsgleichung
f(z) = 2% — 2z und markiere die Nullstellen.

b) Gib die Nullstellen und die Schnittpunkte mit der x-Achse an.
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Wie viele Nulistellen hat eine Funktion?
Die Anzahl der Nullstellen hangt vom Grad einer ganzrationalen Funktion ab. Sie kann immer
maximal so viele Nullstellen haben, wie ihr Grad ist. Es kdnnen aber auch weniger sein.

(@ Ordne die Bildunterschriften den Bildern zu.

a) YA b) YA
2 2
14 14
3 -2 1.0 1 2 3 x 3 2 -1 0 N 2 3 x
_'I_ —'I_
0) YA d) YA
2 24

3 -2 -10 1 2 3 x 3 -2 2 3 x
—14
(1) Diese quadratische Funktion hat keine (2) Diese Funktion vierten Grades hat drei
Nullstellen. Nullstellen. Wiirde sie ein Stiick nach oben
verschoben werden, hdtte sie 4 Nullstellen.
(3) Eine lineare Funktion hat immer genau eine
Nullistelle. (4) Die konstante Funktion hat keine Nullstellen.
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Wie werden Nullstellen berechnet?

Der erste Schritt beim Bestimmen von Nullstellen ist immer gleich. Die Funktion wird Null gesetzt:
f(z)=0

So entsteht eine Gleichung, die geldst werden muss. Die Wahl des Lésungsverfahrens hangt dabei
von der Beschaffenheit der Funktionsgleichung ab.

Tragt nur ein Summand der Funktions- ja. Die Gleichung lasst sich durch Umstellen
gleichung ein x (egal in welcher Potenz)? ©sen.
nein

Hat dle Funktlonsglelchung die Form
(z) = az?® + bx + ¢?

¢nein

{ } Die Gleichung kann mit der pg-Formel
{ Enthalten alle Summanden der } . Eine Potenz von @ kann ausgeklammert

v

geldst werden.

‘E

Funktionsgleichung eine Potenz von x? werden, sodass der Nullproduktsatz
angewendet werden kann.
¢nein

Hat d|e Funktlonsgle|chung die Form
= az* + bx? + ¢?

Die Gleichung kann mit mit einer
Substitution und der pg-Formel geldst

v

werden.

nein Die Gleichung kann durch systematisches

Probieren oder durch Annaherung gel6st

werden. Digitale Hilfsmittel wie ein CAS
kénnen ebenfalls hilfreich sein.

Gleichungen durch Umstellen I6sen

@ Bestimme die Nullstellen. ,® Beispiel

a) f(z) =2z +3 b) f(z) = z° — 8 flz) =z* — 16
flz) =0

zt —16=0 |+ 16
zt =16

1 — 2; o — -2
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Gleichungen mit der pg-Formel I6sen

(® Bestimme die Nullstellen. ,® Beispiel )
af(r)=z>+z—-2 b f(z)=05z>+z—4 f(z) = 22% — 10z + 12
flz) =0
222 — 10z +12=0 |:2
22 -5z +6=0
p=-5q¢=6

zma=-3+£4/(3) -6

$1:2;$2:3

Ausklammern beim Lésen von Gleichungen Nullproduktsatz
Ein Produkt ist immer

(6) Bestimme die Nullstellen. dann 0, wenn mindesten
! S

a) f(z) =222 + 2 b) f(z) = z* + 223 + 422 einer der Faktoren 0 ist,
@ Beispiel
f(z) = z* — 422
f(z) =0

0 =zt — 422
0=2x%- (2% —4)
22 =0oderz®> —4 =0

x;&iO; To = 2; 23 = -2

Durch die
Anwendung des
Nullproduktsatzes entstehen

neue Gleichungen, fur die
wieder gepruft werden muss,
welches Losungsverfahren
geeignet ist.
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Lésen von biquadratischen Gleichungen mithilfe der Substitution

Gleichungen der Form 0 = ax* + bz? + cwerden als biquadratische Gleichungen bezeichnet.
Sie dhneln im Aufbau quadratischen Gleichungen. Um sie mithilfe der pg-Formel I[6sen zu kénnen,
wird eine Substitution (von lat. substituere «ersetzen») durchgefthrt.

@ Sieh dir die Beispielaufgabe genau an und beschreibe die Schritte, die bei der Lésung der
Aufgabe gemacht werden.

Ve

Beispielaufgabe
Untersuche die Funktion f(z) = z* — 722 — 18 auf Nullstellen,

~N

(2) Substitution: 2=z

(3)O=z2—7z—18
p=-79=-

zm—-—w 1)’ - (18)

21 = 9529 = -2

(4) Ricksubstitution: z = x>

(5) 2 = 9 oder 22 = -2
L1 — 3; L9 — -3

\ J

Bestimme die Nullstellen der Funktion f(z) = z* — 1322 + 36,

Bestimmen von Nullstellen mithilfe digitaler Hilfsmittel

Neben den verschiedenen Methoden zum Ldsen von Gleichungen per Hand (gegebenenfalls unter
Zuhilfenahme eines Taschenrechners), lassen sich Nullstellen auch mithilfe digitaler Hilfsmittel wie
einem Computeralgebrasystem (CAS) bestimmen. Die Befehle unterscheiden sich dabei in
Abhangigkeit vom Gerat und kénnen der Anleitung entnommen werden.
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Wie lasst sich von den Nullstellen einer Funktion auf ihre Funktionsgleichungen schlieBen?
Die Abbildungen zeigen die drei Funktionen f(z) = x® — 322 + 2z, g(z) = 223 — 622 + 4z

und h(z) = 3z° — 9z* + 6.

YA Yy
h(x)
2- 2
14 1
T T T T & SE— T T
-2 -1 -2 -1 0 2 X -2 -1 0 X
1 -1

(@ Beschreibe, welche Gemeinsamkeiten und Unterschiede die Graphen haben. Es kann dazu
hilfreich sein, die Funktionsgleichungen miteinander zu vergleichen.

Die Funktionsgleichung von f(z) lasst sich auch inder Form f(z) =z - (x — 1) - (z — 2)
schreiben. Diese Darstellungsform wird als Linearfaktordarstellung bezeichnet. Dabei wird eine
Umkehrung des Nullproduktsatzes genutzt. Aus den Nullstellen 1 = 0, £9 = 1 und 3 = 2

folgen die Linearfaktoren (x — 0), (z — 1) und (z — 2). Das Produkt der Linearfaktoren
entspricht der Funktionsgleichung f(z) = z - (x — 1) - (z — 2), wobei die Klammer (z — 0)
zu x vereinfacht wird.

Ausmultiplizieren der Linearfaktoren fuhrt zur Funktionsgleichung in der Normalform:

f(z) =2® - 322+ 2z
Wird der Graph der Funktion mit einem Faktor gestreckt, andern sich die Nullstellen nicht. Die
Funktion g() lieRe sich ebenfalls mit Linearfaktoren darstellen:

gz)=2-2z-(x—1)-(z—2)
Gib die Funktionsgleichung von h(:c) in der Linearfaktordarstellung an.

Allgemein |asst sich die Funktionsgleichung der Funktion f(a:) mit den Nullstellen 1, To; ... T,

und dem Streckfaktor a mithilfe der Linearfaktordarstellung angeben:

fl@)=a-(z—x1) (x—x2) .. - (& — )
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Losung

@ a)

b) Die Nullstelle der linearen Funktion ist
& = 2. Der Schnittpunkt mit der

x-Achse ist N (2]0).

b) Die quadratische Funktion schneidet
die z-Achse in den Punkten N1(0|0)

und N5(2|0). Ihre Nullstellen sind
1 = 0und zy = 2.

(3 a) (4) Die konstante Funktion hat keine Nullstellen.
b) (3) Eine lineare Funktion hat immer genau eine Nullstelle.
¢) (1) Diese quadratische Funktion hat keine Nullstellen.
d) (2) Diese Funktion vierten Grades hat drei Nullstellen. Wiirde sie ein Stiick nach oben
verschoben werden, hatte sie 4 Nullstellen.

@ a f(z) =2x+3 b) f(z) = x* — 8
f(z)=0 f(z)=0
22+3=0 |—3 2’ —8=0 |+8
2 =-3 |:2 =8 |
33:-1,5 {L’:2
® af(z)=2>+z—2 b) f(z) = 0,5z> +x — 4
flz) = flz) =
2+ —-2=0 0,52 +z—4=0 |-2
2 p:2;q:_8
m2=-3 4/ (3) — (-2)
=3V -9
z1 =122 =-2 Z1,2 2 2

r1 =222 =-4
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® a f(z) =22" +x b) f(z) = z* + 2% + 422
222 L2 =0 zt + 223 +422 =0
z-(2z+1)=0 22 (22 +2x4+4) =0

2 _ oder 2 _
£ =0o0der2z+1=0 z" =0 ' +22+4=0
21 = 0; 9 = -0.5 71 =0 p=2q=4

2
2 2
.’B273:—§Z|Z (5) —4

132’3:—1:f:\/-_3
=0

@ (1) Zum Bestimmen der Nullstellen wird die Funktion Null gesetzt.
(2) 22 wird durch die Variable z ersetzt. Dadurch wird auch z* zu 22.

(3) Es entsteht eine Gleichung, die mithilfe der pg-Formel geldst werden kann. Es ergeben sich
zwei mogliche Lésungen fur z.

(4) z wird wieder durch x2 ersetzt.

(5) Es entstehen zwei Gleichungen, die nach x aufgeldst werden. Die erste Gleichung hat zwei

Lésungen, die zweite ist hingegen nicht I6sbar, da aus einer negativen Zahl nicht die Wurzel
gezogen werden kann. Die Funktion hat somit nur zwei Nullstellen.

f(z) = z* — 1322 + 36
f(z)=0
O =2z'—132% + 36
Substitution: 2% = z
0=22-132+36
p=-13;9 = 36
21,2 :-%i (%)2—36
21 = 9; zZ9 — 4
Riicksubstitution: 2z = z?
%2 = 9oder z? =
Tr=3:1To =-3:1Ta = 2: T4 = -2
(9 Die drei Funktionen haben alle die gleichen Nullstellen.
Esgilt: g(z) = 2 - f(x) und h(z) = 3 - f(x).
Die Graphen der Funktionen g(x) und h(x) wurden also im Vergleich zum Graphen von

f (x) mit dem Faktor 2 beziehungsweise 3 gestreckt.

AOh(z)=3-z-(z—1) - (z — 2)
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